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Problema duale

Ad ogni problema di PL, detto primale, risulta
associato un altro problema, detto duale, costruito
utilizzando gli stessi coefficienti (trasposti)

Le soluzioni deli due problemi sono ftra loro
stfrettamente legate.

Il duale e formulato da informazioni contenute nel
problema originale (primale) e, quando risolto, |l
duale fornisce tutte le informazioni essenziali sulla
soluzione del primale



Problema duale

Si consideri un problema P di PL in forma standard

minz(x) = c'x
s.v. Ax = b
x = 0;

con A€ R™N, b eRM exeR"
Al problema P rimane associato il problema D

maxw(y) = by
S. .
Ay < ¢



Problema duale

E immediato osservare che, mentre il primale & un problema
di minimo, il duale € un problema di massimo e che i termini
noti di un problema sono i coefficienti della funzione
obiettivo dell’altro.

Inoltre, a ciascuna variabile del primale corrisponde
univocamente un vincolo del duale e a ciascuna variabile
del duale € univocamente associato un vincolo del primale.



Problema duale

Riassumendo, l'insieme delle proprieta di «simmeftrion nella
coppia primale-duale viene espresso atfraverso le seguenti
regole generali:

a un vincolo di disuguaglianza nel primale corrisponde una
variabile vincolata in segno nel duale;

a un vincolo di uvuguaglianza nel primale corrisponde una
variabile libera in segno nel duale;

a una variabile vincolata in segno nel primale corrisponde un
vincolo di disuguaglianza nel duale;

a una variabile libera in segno nel primale corrisponde un
vincolo di uguaglianza nel duale;

se la funzione obieftivo del primale € in forma di minimo, la
funzione obiettivo del duale € in forma di massimo e
viceversq,

ovvero, piu formalmente, dal seguente teorema, la cui
dimostrazione ricalca le modalita utilizzate per costruire il duale
dei vari problemi di PL infrodotti in precedenza. .



Problema duale

Dato il seguente problema di PL:

minz(x) = c'x

S. V.
> bi, i € I

ax_bl i €1,

a’,x = bi, i €15
xJ-ZO J EJ,q

x; < 0, JEJ,

x; libera, JE€J;



Problema duale

il suo duale e
maxw(y) = bly
S. .
y:Aj < ¢, ].E]1
yTAJ 2 er ] E]Z
yA] — Cj) ] 613
y; = 0, I €1,
y; < 0, I €1,

y; libera, i € 1.



a’x > bi y; = 0
a’x < bi y; <0
a’.x = bi y; libera
x; =0 y'A; < ¢
x; <0 y'A, = ¢
X; libera yTA]. = ¢




Problema duale

Esempio
Dato il seguente problema di PL:

minz(x) = 8x; + 5x, + 12x; + 7x,
S. V.
4x, — 6x, + 8x53 + 2x, <
—x; + 3x, + 5x3 + 3x, =
x, — 2x, = 20
xX,%, = 0

27
12

x, < 0,



Problema duale

Esempio

il corrispondente problema duale &

maxw(y) = 27y, + 12y, + 20y,

S. V.
4y, — ¥, + ¥y3 =8
—6y, + 3y, < 5
8y, + 5y, = 12
2y, + 3y, — 2y; = 7
y1 =0

y, = 0.



Problema duale

Esempio

Dato il seguente problema di PL:

maxz(x) = 6x; + 8x, + 4x;
S. V.
Xy + x, + 2x3 < 10
3x, + 5x, = 15
5x; + 2x, + 4x; = 20
x,%, = 0,



Problema duale

Esempio

il corrispondente problema duale e

minw (y) = 10y, + 15y, + 20y,

S. V.

@)

y1 + 3y, + 5y;3
yi + 5y, + 2y;3
2y, + 4y; = 4
y; =0
y; < 0.

VALY



Proprietd

| problemi primali e duali sono strettament
connessi, non solo per quanto riguarda
loro formulazione, ma anche per le
soluzioni.

Le proprieta di seguito hanno un significato
Importante sia teorico che prafico.

O @




Proprieta della coppia primale-
duale

1. Simmetria

Il duale del problema duale e il problema primale.

Dimostrazione. La dimostrazione segue immediatamente
dalle regole di costruzione del duale.



Proprieta della coppia primale-
duale

Esempio

Dato il seguente problema (P) di PL:
maxz(x) = 2x; + 4x, + 7x;
S. V.
x; + 3x, — 5x; < 2
3x;, — x, + x; = 8
xX,%y, =2 0
x; < 0;
il corrispondente problema duale (D) e
minw(y) = 2y; + 8y,
S. V.
y, + 3y, = 2
3y, — ¥y, = 4
5y, +y, <7
y, = 0
3’2 < O 15



Proprieta della coppia primale-
duale

Esempio

A sua volta, il duale del problema (D) €

maxz(x) = 2x; + 4x, + 7x;
S. V.
x; + 3x, — 5x3 < 2
3x; — x, + x; = 8
Xy, %, = 0
x; < 0;

che corrisponde al problema (P).
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Proprieta della coppia primale-duale

2. Teorema Dualita Debole

Sia data una coppia di problemi P-D che ammettono
soluzione ammissibile. Allora, per ogni soluzione
ammissibilex di P ey di D, vale la relazione:

b’y < c'x

Dimostrazione
Essendo y ammissibile
ATy < ¢ ovvero y'A < cT

Moltiplicando ambo i membri per x ammissibile
yTAx = yTh < cTx




Proprieta della coppia primale-duale

In generale il Teorema di Dualita Debole
stabilisce che il valore di funzione obiettivo del
problema di massimo € un limite inferiore per
quello di minimo.

La differenza ¢’x - bTy € non negativa e si
chiama gap di oltimalita

Se il gap € nullo, le corrispondenti soluzioni
sONo oftime



Proprieta della coppia primale-duale

Corollario
Sia x una soluzione ammissibile di P e y una soluzione
ammissibile di D.
Se c'x = by allora (x,y) sono soluzione ottime per |
rispettivi problemi.

Dimostrazione

Supponiamo che x non sia ottima. Esisterebbe una
nuova soluzione X tale che 'x” < ¢’x = b’y e questo
violerebbe il teorema di dualita debole.




Proprieta della coppia primale-duale

3. Teorema di Dualita Forte

Se il problema primale ha soluzione ottima finita allora
anche il suo duale possiede una soluzione ottima ed |l
valore delle due soluzioni € uguale.

Dimostrazione
Sia x ~ la soluzione ottima associata alla base B

*

x = Ag'b;
*
x y =0,

di valore pari a z = cLAz'b. Essendo soluzione ottima i
coefficienti di costo ridotto sono non negativi

¢’ = T -cLAztA = 0.
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Proprieta della coppia primale-duale

IN por’ricolore
cyl —chpAztAy = 07 ovvero ¢, = cfAglA,

i — ~T A-1

SICI yBT_CBA B

Si osserva che y e soluzione ammissibile del problema
duale.

velA = [ygTAg ygTAy | = [CTeA g4y |CTRA T Ay ] =
= [cTg| CRAT Ay ] < [CTg]| cp']

yeTb = Cl,A T b =cTyx ™,

Il gap di ottfimalita € nullo e le due soluzioni sono ottime
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Proprieta della coppia primale-duale

Esempio

Sia dato il seguente problema di PL:
minz(x) = 14x; — 6x, + 3x; + 30x,
S. V.
7x, + 6x, + 3x3 — 6x, =
5x;, — 3x, + 6x; + 5x, =
X1 X9 X3, X, = 0

il cui problema duale risulta essere
maxw(y) = 4y; + 6y,
S. V.
7y, + 5y, < 14
6y, — 3y, = —6
3y, + 6y, < 3
—6y,; + 5y, < 30.

N B
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Proprieta della coppia primale-duale

Esempio

La soluzione ottima del problema primale & x "= [0 2/15 16/
15 0]7, con valore z x= 12/5.

Di conseguenza, in base al teorema di dualita forte, |l
problema duale ha soluzione ottima y = avente valore w
= 12/5.

Infatti, risolvendo graficamente il problema duale (vedi
Figura 7.2), si ricava che y "= [-3/5 4/5]7, a cui corrisponde
il valore w = 12/5.
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Proprieta della coppia primale-duale

Figura 7.2 Soluzione grafica del problema duale
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Proprieta della coppia primale-
duale

Corollario

Se il problema primale e ilimitato inferiormente,
allora il problema duale non ammette soluzioni
ammissibili.

Dimostrazione.

Si suppongaq, per assurdo, che il problema primale sia
ilimitato inferiormente e che esista una soluzione
ammissibile y per il problema duale.

Per il teorema di dualita debole, deve essere c'x 2 b' y,
per ogni x € P, contraddicendo l'ipotesi che il primale
sia illimitato inferiormente (b'y sarebbe infatti una
imitazione inferiore per tutti | valor della funzione
obiettivo del problema primale).
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Proprieta della coppia primale-
duale

Esempio

Dato il seguente problema di PL:
minz(x) = 1/2x, — x,
s.v.2x; — 3x, < 6

xy,x, = 0;

E dimostrato per via grafica essere illimitato inferiormente
(vedi Figura 7.1)

26



Proprieta della coppia primale-duale

® Figura 7.1 — Problema illimitato inferiormente
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Proprieta della coppia primale-duale

Esempio

Il corrispondente problema duale
maxw(y) = 6y, + 2y,
S. V.

2y, —y, =< 1/2
_3y1 + yz S _1

VY, = 0

e inammissibile.

28



Proprieta della coppia primale-
duale

Se il problema primale € inammissibile il duale non
ammette ottimo (inammissibile o illimitato)

DUALE

OTTIMO FINITO | ILLIMITATO | INAMMISSIBILE
SUPERIDH.

OTTIMD FINITO =1 NO NO
PRIMALE ILLIMITATD INMFERIOR. N NO 51
[Ma MMISSIBILE N 51 51

29



Esempio

PRIMALE INAMMISSIBILE — DUALE INAMMISSIBILE

minz(x) = x;
S. V.
X+ x,21
-x; —x, =21
x4, X, libere

maxw(y) =y, +y,
v, —Y,=1

Yy —Y,=0
VY20

30



Esempio

PRIMALE INAMMISSIBILE — DUALE ILLIMITATO

minz(x) = x,
S. V.

maxw(y) =y, +,

Vi =Y, =1
Yy =Y, =0
VY20
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Proprieta della coppia primale-duale

4. Teorema degli scarti complementari

Data una coppia di soluzioni ottime, una per |l
problema primale e una per il duale, si puo fornire
un’ulteriore caratterizzazione delle stesse avvalendosi
delle cosiddette «condizioni di ortogonalitay.

Siax € R* una soluzione ammissibile del problema
primale e y € R™ una soluzione ammissibile del
problema duale; x e y sono soluzioni ottime per |
rispettivi problemi se e solo se soddisfano le seguenti
condizioni di ortogonalita:

(Cj — ?;1 al-j}_/l-)fj=0, j=],...,ﬂ. (])
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Proprieta della coppia primale-
duale

Dimostrazione.

S osservi preliminarmente che, N virtu
dell’ammissibilita delle soluzioni x € y per i rispettivi
problemi, le condizioni di ortogonalita (1) possono
equivalentemente riscriversi come un’'unica
equazione

(c! —yTA)x =0 (2)

dal momento che le(1) implicano il soddisfacimento
della (2) e viceversa.
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Proprieta della coppia primale-
duale

(Condizione necessaria).

S supponga che ¥ e y siano soluzioni offime per |
rispettivi problemi e dimostriomo che soddistano le
condizioni di ortogonalita.

Dal teorema di dualita forte si ha che
c'x=y

ovvero,

34



Proprieta della coppia primale-
duale

(Condizione necessaria).

Essendo x soluzione ammissibile per il primale, la (3)
PUO SCriversi come

c'x-y'Ax=0
OVVEro,
(cT-yTA) x = 0.
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Proprieta della coppia primale-
duale

(Condizione sufficiente).

Se |le soluzioni x e y soddisfano la relazione (2), si ha
che

c'x=yAx (4

Essendo ik soluzione ammissibile per il primale, la (4) e
equivalente a

c'x=yb.
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Proprieta della coppia primale-
duale

(Condizione sufficiente).

Dal Corollario segue |'oftimalita delle soluzioni x € y
per i rispettivi problemi.

Le condizioni di ortogonalita rappresentano uno
strumento molto utile e versatile nelllambito della

teoria della dualita.

In particolare, possono essere  Utllizzate per
«certificaren agevolmente I'otfimalita di una data
soluzione per un problema di PL.
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Esercizio |

Sia dato il seguente problema di PL:

max z(x) = 40x, + 60x,
S. V.
20x; + 20x, < 2800
10x; < 1000
x,; + 3x, < 300
X, %Xy = 0

Risolvere il problema primale utilizzando il metodo

grafico
Formulare il problema duale
Determinare | valori oftimali delle variabili duali

utilizzando le condizioni di ortogonalita.
38



Esercizio 2

Sia dato il seguente problema di PL:

min z(x) = 2x; + 3x, + 4x; + x,
S. V.
2xy + x, + x5 =2
x; +3x,+1/2x, = 3
X1 Xy X3, X, = 0

Quante variabili ha il problema duale?
Scrivere il problema duale e trovare la soluzione ottima.

Trovare la soluzione ottima del problema primale
utilizzando quella del duale.
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Esercizio 3

Sia dato il seguente problema di PL:

max z(x) = 3x,; + 2x,
S. V.
2x; +x, =210
2x; +3x, < 24
-x, +x, <2
2x; —3x,< 4
Xy, %Xy 2= 0

Scrivere il problema duale.

Utilizzando le condizioni di orfogonalita, trovare la

soluzione ottima del duale sapendo che quella del
primaleex, =6, x,=4
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